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Desigualdade de Tchebycheff
• Se conhecermos a distribuição de probabilidade 

de uma variável aleatória X, pode-se calcular E(X) 
e V(X), caso essas estatísticas existam.

• Mas a recíproca não é verdadeira: conhecendo-se 
E(X) e V(X) não é possível reconstruir a 
distribuição de probabilidade de X. 

• Entretanto, é possível estabelecer o limite 
superior (ou inferior) dessas probabilidades. 
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Desigualdade de Tchebycheff
• Teorema de Tchebycheff: seja X uma variável 

aleatória (discreta ou contínua) com E(X) = µ e 
V(X) = σ2. Então, para qualquer número positivo C, 
teremos

Ou equivalentemente,

• O aspecto positivo desse teorema é que muito 
pouco é suposto acerca do comportamento 
probabilístico da v.a. X
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Desigualdade de Tchebycheff
• Se C = 3/2, da desigualdade de Tchebycheff teremos que

• Suponha uma distribuição uniforme                       e que 
portanto E(X) = 1 e V(X) = 1/9. Nesse caso,

• Obviamente, a informação adicional sobre a distribuição da 
v.a. permite melhorar a precisão da desigualdade 
deduzida:  
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Desigualdade de Tchebycheff
• Distribuição Uniforme: , E(X) = 1 e V(X) = 1/9. 
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O número de clientes – Y – que passa diariamente pelo caixa de um supermercado foi
observado durante certo período. Constatou-se que o valor médio de Y é de 20 clientes,
com desvio padrão igual a 2. Encontre o limite mínimo para a probabilidade de que o 
número de clientes amanhã se situe entre 16 e 24. (Pista: Utilize o teorema de
Tchebycheff). Multiplique o resultado por 100. 
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Dados os seguintes enunciados envolvendo variáveis 
aleatórias, é correto afirmar que: 
(0) Se  X é uma variável aleatória com média  µ finita e 
variância σ2 = 1, então

Pr (|X - µ | ≤ 2)  ≥ 0.75.  
(1) E( eX) ≤ eµ, em que E(X) =  µ.
(2) {E[(X-E(X))(Y- E(Y))]}2 ≥ E[X-E(X)]2 E[Y-E(Y)]2,  desde 
que todos os momentos necessários ao cálculo de cada 
uma destas expressões existam. 
(3) E(Var(Y|X)) ≤ Var(Y).
(4) Se Y e X são variáveis aleatórias independentes, ambas 
com média e variância finitas, então a  variância da variável 
Z= Y/X  será dada por Var (Z)  = Var(Y) / Var(X).
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Principais Teoremas da Probabilidade 8

Lei dos Grande Números

“A medida que o número de repetições 
de um experimento cresce, a freqüência 
relativa (fA)de algum evento A converge 

para a probabilidade teórica desse 
evento (p).”
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Lei dos Grande Números
• Suponha lançamentos de um dado com 6 faces:

• Em 10 lances independentes:
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Lei dos Grande Números

20.000 Lances10.000 Lances
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Lei dos Grande Números (1)
• Seja nA o número de vezes que ocorre o evento binomial A. 

Temos que E(nA) = np e V(nA) = np(1 – p). Como fA= nA/n 
então E(fA) = p e V(fA) = p(1 – p)/n.

• Aplicando a desigualdade de Tchebycheff,

sendo,                               e 
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• Para todo número positivo ε, teremos

ou 

• Sendo que  ε representa a diferença entre a probabilidade 
amostral e a probabilidade teórica.
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Lei dos Grande Números (2)
• Quantas repetições do experimento devem ser realizadas, 

para termos uma probabilidade de ao menos 95% (1 – δ) de 
que o desvio com relação à probabilidade teórica (fA– p)
seja inferior a 0,01 (ε)?
Sendo assim,

sempre que [ ] δε −≥<− 1pfP A δε 2

)1( ppn −
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Quantas vezes ter-se-á de jogar uma moeda equilibrada de forma a se ter pelo menos 95%
de certeza de que a freqüência relativa do resultado “cara” fique a menos de 0,01 da
probabilidade teórica ½, ou seja, de maneira que a amplitude do intervalo de confiança da 
probabilidade teórica seja 0,02?  (Utilize o teorema de Tchebycheff. Divida a resposta por
1.000 e transcreva a parte inteira do número encontrado). 
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Lei dos Grande Números (3)
• Sendo as v.a. independentes X1,...,Xn, com a mesma 

distribuição e média e variância finitas, E(Xi)=µ e V(Xi)=σ2. 

• Definindo , então e                       

• Aplicando o teorema de Tchebycheff à v.a.      ,

Considerando               então                e assim,

Observe que e assim a média converge, 
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Suponha que n21 x,........,x,x  sejam variáveis aleatórias independentes, identicamente
distribuídas, com média E(xi) = µ (i = 1,2,3,...n) e variância σ2 = 10. Utilizando a lei dos
grandes números responda à questão. Qual deverá ser o valor de n de modo que possamos
estar 95% seguros de que a média amostral x difira da média µ por menos de 0,1? Divida
o resultado final por 1000.  
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Teorema do Limite Central
• Se X1,...,Xn, são variáveis aleatórias independentes com média µ e 

variância σ2 (ambos valores finitos), a distribuição de               tende a 
uma distribuição normal,com média e variância , à 
medida que n cresce. 

• Ou seja, quando n tende ao infinito, a distribuição de 

tende a uma normal padrão N(0,1).

• Uma distribuição binomial tende a uma distribuição normal quando o 
número n de ensaios cresce. Apesar de não demonstrarmos aqui, essa 
regra é válida se n > 10, para valores de p próximos de ½; se p for 
próximo de 0 ou de 1, n deverá ser um tanto maior.
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Teorema do Limite Central
• Observações de uma variável independente (Histogramas):
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Teorema do Limite Central
• Distribuição amostral da média de amostras com tamanho 

n = 3 de uma população {1,3,5,5,7} (µ=4,2 e σ2 = 4,16)
Tipo 

Amostra
Freqüência Média

111 1 1
113 3 1,67
115 6 2,33
117 3 3
133 3 2,33
135 12 3
137 6 3,67
155 12 3,67
157 12 4,33
177 3 5
333 1 3
335 6 3,67
337 3 4,33
355 12 4,33
357 12 5
377 3 5,67
555 8 5
557 12 5,67
577 6 6,33
777 1 7
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 O Teorema Central do Limite (TCL), resultado maior dentre os teoremas da teoria
da probabilidade, nas versões estudadas na graduação, estabelece condições que
asseguram a convergência de somas de variáveis aleatórias, convenientemente
padronizadas, à distribuição normal. 
 
(0) Esta convergência se dá em probabilidade, ou seja, é a mesma da Lei Fraca dos

Grandes Números. 
(1) As variáveis aleatórias utilizadas na composição da soma não precisam ser

independentes. 
(2) Se as variáveis aleatórias, atendendo às hipóteses do TCL, tem a mesma média µ e 

variância σ 2 , o teorema garante que a soma das n primeiras, subtraídas de nµ, e 
dividida por nσ, converge para uma distribuição normal com média 0 e variância 1
(N(0,1)). 

(3) A convergência de uma distribuição binomial (n,p), onde n é o número de ensaios
de Bernouilli e p é a probabilidade de sucesso em cada um, quando n aumenta, 
pode ser provada como um simples caso particular do TCL. 
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Lei Fraca dos Grandes Números
• Considerando o Teorema de Tchebycheff

• Seja X1, X2,...,Xn uma sucessão de v.a. 
independentes com E(X) = µ e V(X) = σ2. 

• Definindo,

• Para ε>0,
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