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il Desigualdade de Tchebycheff

* Se conhecermos a distribuicdo de probabilidade
de uma variavel aleatdria X, pode-se calcular E(X)
e V(X), caso essas estatisticas existam.

* Mas a reciproca ndo é verdadeira: conhecendo-se
E(X) e V(X) nédo é possivel reconstruir a
distribuicdo de probabilidade de X.

* Entretanto, ¢é possivel estabelecer o limite
superior (ou inferior) dessas probabilidades.
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ol Desigualdade de Tchebycheff

* Teorema de Tchebycheff: seja X uma variavel
aleatdria (discreta ou continua) com E(X) = y e
V(X) = 02. Entéo, para qualquer numero positivo C,

teremos

PUX—/J@CG]@%I

Ou equivalentemente, > Atengéo para
0s sinais
1
- @ca@{

* O aspecto positivo desse teorema é que muito
pouco €& suposto acerca do comportamento
probabilistico da v.a. X
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5 Desigualdade de Tchebycheff

* Se C = 3/2, da desigualdade de Tchebycheff teremos que
P ‘X—y‘zéa Si:0,444
2 9

- Suponha uma distribuiggo uniforme - Y5<X<1+ Vs e que
portanto E(X) = 1 e V(X) = 1/9. Nesse caso,
1

P‘:‘Xﬂu‘ Zio}=P{\X71\ 27}14’{\){71\ <1}
2 2 2
i-plox 3 :1—£:0,134
2 2 2
« Obviamente, a informacéo adicional sobre a distribuicdo da
v.a. permite melhorar a precisdo da desigualdade

deduzida: 3 1
P[\X -z 50':| =0134 < 5 = 0,444
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2 .
5 Desigualdade de Tchebycheff
- Distribuicao Uniforme: [,__L ._L|, E(X) = =1/9.
Distribuicdo Uniforme [1 ﬁ’“ﬁ} E(X)=1eV(X)=1/9
%:0,444
19 C
L ~
Y 7§ = E()I():l 5:%:0333 I ST ){=
3 2 3

1 ANPEC 2003 -11
O namero de clientes — Y — que passa diariamente pelo caixa de um supermercado foi
observado durante certo periodo. Constatou-se que o valor médio de Y ¢ de 20 clientes,
com desvio padrdo igual a 2. Encontre o limite minimo para a probabilidade de que o
namero de clientes amanhd se situe entre 16 e 24. (Pista: Utilize o teorema de
Tchebycheff). Multiplique o resultado por 100.

#100
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Dados os seguintes enunciados envolvendo variaveis
aleatérias, é correto afirmar que:
(0) Se X é uma variavel aleatéria com média p
variancia 62 = 1, entao

Pr(]X-un|<2) > 0.75.
(1) E(eX) <ep, emque E(X) = p.
(2) {E[(X-E(X))(Y- E(Y))}2 = E[X-E(X)]2 E[Y-E(Y)]2, desde
que todos os momentos necessarios ao calculo de cada
uma destas expressodes existam.
(3) E(Var(Y|X)) < Var(Y).
(4) Se Y e X sdo variaveis aleatdrias independentes, ambas
com meédia e variancia finitas, entdo a variancia da variavel
Z=YIX sera dada por Var (Z) = Var(Y)/ Var(X).
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finita e

“d4 |_ei dos Grande NUmeros

Oy
Recon”

“A medida que o numero de repeticdes
de um experimento cresce, a frequéncia
relativa (f,)de algum evento A converge

para a probabilidade tedrica desse
evento (p).”
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%24 |_ei dos Grande NUmeros

Ron
*  Suponha langamentos de um dado com 6 faces:
P(X)=p=%=16,66...%

* Em 10 lances independentes:

60.0%

Lance | F:

8

50.0%

T

Freqiénci

6
5
4
33
2
1
0
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Face do Dado.
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Seja n, 0 nimero de vezes que ocorre o evento binomial A.
Temos que E(n,) = np € V(n,) = np(l — p). Como f,= ny/n

entdo E(f) =p e V(f,) = p(l -p)/n.

+ Aplicando a desigualdade de Tchebycheff,

2 3
Face do Dado

pd-p) 1
P|:‘fA—p‘<C‘/T 2l-=
2
sendo,e=C/p(l-p)/n e c*=—"%
p(-p)
« Para todo numero positivo €, teremos
1- 1-
PHfA—p‘<8]ZI—% ou PHfA—p‘Zg]S%
Sendo que ¢ representa a diferenga entre a probabilidade

amostral e a probabilidade tedrica.
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&

Regon

Lei dos Grande Numeros (2)

Quantas repeticdes do experimento devem ser realizadas,

para termos uma probabilidade de ao menos 95% (1 — J) de
que o desvio com relagdo a probabilidade tedrica (f;— p)

seja inferior a 0,01 (€)?

Sendo assim,

Plf,-pl<e]>1-6 sempre que

axP=p)
)

s =
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RECON"
Quantas vezes ter-se-a de jogar uma moeda equilibrada de forma a se ter pelo menos 95%
de certeza de que a freqiiéncia relativa do resultado “cara” fique a menos de 0,01 da;
probabilidade tedrica 2, ou seja, de maneira que a amplitude do intervalo de confianga da

probabilidade tedrica seja 0,02? (Utilize o teorema de Tchebycheff. Divida a resposta por
1.000 e transcreva a parte inteira do nimero encontrado).

#119
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Sendo as v.a. independentes X,..X,, com a mesma
distribuicdo e média e variancia finitas, E(X,)=u e V(X)=0".

+  Definindo X = (1/n)X, +...+ X, ), entdo E(X)=p e V(X)=c"/n
+  Aplicando o teorema de Tchebycheffa v.a. X ,

. Co ~ en .
Considerando =¢ entdo C:i e assim,
(o

Ny
PHY—,LJ‘<£]ZI—%

2

. O . - v
Observe que lim— =0 e assim a média converge, X = u
P
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Suponha que Xj,X,

..,X, sejam varidveis aleatorias independentes, identicamente
distribuidas, com média E(x;) = p (i = 1,2,3,...n) e variancia o> = 10. Utilizando a lei dos
grandes nimeros responda a questdo. Qual devera ser o valor de n de modo que possamos
estar 95% seguros de que a média amostral ¥ difira da média p por menos de 0,1? Dividal
o resultado final por 1000.

#119
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OQ Teorema do Limite Central

+ Se X,..X, séo varidveis aleatérias independentes com média u e
variancia ¢’ (ambos valores finitos), a distribuigdo de ¥ = ZX,tende a
uma distribuigdo normal,com média E(Y)=nu e variancia V(r)=na’a

medida que 7 cresce.

. Ou seja, quando » tende ao infinito, a distribuigdo de

42 Ximnu
on

tende a uma normal padrao N(0,1).

. Uma distribuicdo binomial tende a uma distribuicdo normal quando o
numero n de ensaios cresce. Apesar de ndo demonstrarmos aqui, essa
regra é valida se n > 10, para valores de p proximos de 'z; se p for
proximo de 0 ou de 1, n devera ser um tanto maior.
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O Teorema do Limite Central

* Observagdes de uma variavel independente (Histogramas):
10 Observacdes

100 Observacdes

-

075 N0 85 90 95 100 105 110115 120 135 130

%0000 120 107

1.000 Observagdes Distribuigdo Normal

7680 85 90 95 100 105 110 115 120 126 1
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OQ Teorema do Limite Central

* Distribuigdo amostral da média de amostras com tamanho
n = 3 de uma populagéo {1,3,5,5,7} (u=4,2 e 02 = 4,16)

A;Z’;m Freqiiéncia| Média 60

111 1 1

113 3 1,67 50

115 6 2.33

7 3 3 40

133 3 233 ]

135 12 3 2

737 6 367 5 %

155 12 3,67 g

157 12 4,33 20 1

177 3 5

333 1 3

335 6 3,67 10

337 3 4,33

355 12 4,33 0

357 12 5 T2 3 4 5 6  7_

377 3 567 X

555 8 5

557 2 567 's";:'::",‘: 1 2 3 4 5 5 7

3;:,, :3 6'73 3 qi 1 3 25 24 50 15 7

125

Principais Teoremas da Probabilidade 18




(0)
O
2

3)

da probabilidade, nas versdes estudadas na graduagdo, estabelece condigdes qud
asseguram a convergéncia de somas de varidveis aleatorias, convenientementd
padronizadas, a distribui¢ao normal.
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O Teorema Central do Limite (TCL), resultado maior dentre os teoremas da teoria

Esta convergéncia se da em probabilidade, ou seja, ¢ a mesma da Lei Fraca dof
Grandes Nimeros.
As variaveis aleatorias utilizadas na composi¢do da soma ndo precisam sei]
independentes.
Se as variaveis aleatorias, atendendo as hipoteses do TCL, tem a mesma média  d
varidncia ¢”, o teorema garante que a soma das 7z primeiras, subtraidas de nz, d
dividida por no, converge para uma distribui¢do normal com média 0 e variancia 1
(N(0,1)).

A convergéncia de uma distribui¢do binomial (n,p), onde n ¢ o nimero de ensaio
de Bernouilli e p ¢ a probabilidade de sucesso em cada um, quando » aumenta
pode ser provada como um simples caso particular do TCL.

#39
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Lei Fraca dos Grandes Numeros
Considerando o Teorema de Tchebycheff

Seja X, X,...X, uma sucessdo de v.a.
independentes com E(X) = y e V(X) = 02.

Definindo,
X= lZX,,
n'io
Para €>0,

Plx-4>¢]->0, n>w

Principais Teoremas da Probabilidade 20




