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Distribuicoes

Distribuicoes Discretas

2o

@ Distribuicdo Uniforme
« E o caso mais simples de variaveis aleatérias
discretas.
» A variavel aleatédria discreta X, assumindo os

valores X,,X,,..., X, tem distribuicdo uniforme,
se e somente se,

P(X:xi):P(xi):p:%
paratodoi=1,2,..,k
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4 Distribuicdo Uniforme
» Esperanca e Variancia

E(X):%;xi V(X):% fo—@

» Exemplo

Fungao de Probabilidade Fungéo de Distribuigao

1 1 @’
E(X)=2(1+2+...46) =35 V(&) =21 (+4+..36) = =175
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Seja X uma variavel aleatdria com funcédo de densidade de
probabilidade Uniforme no intervalo :

(0)sea=-1eb=2entdo E(X)=0,5.
(1)sea=-1eb=2entdo VAR(X) = 2.

(2) se a=1e b =2 entdo a distribuigdo & assimétrica.
(3) X tem distribuigdo unimodal.

#183
Principais Distribuicdes 5

{5 Distribuicio de Bernoulli

» Sa0 os casos em que ha 2 alternativas:
sucesso ou fracasso, sim ou ndo, 0 ou 1

x 0 1 |Total

pex)|1-p| p | 1

» Sendo assim,

E(X)=p

V(X)=p-p*=p(l-p)
0, sex<0

F(X)=<1-p, se0<x<1
1, sex>1
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%) Distribuicao de Bernoulli

* Exemplo:
— Uma moeda é langada: resultado é “cara” ou nao
— Uma pega é ou néo defeituosa num lote de 500 pegas
— Um dado é langado: ocorre a face 5 ou ndo

* Nesse ultimo caso,

X 0 1 |Total
o) | 56 | 16| 1

1 15 5
—_ V(X)=—Z=—
E(X) . (X) 66 36
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&) Distribuicio Binomial

* Trata-se de um ensaio de Bernoulli repetido n
vezes, sendo as repeticdes independentes e a
probabilidade de sucesso sempre igual a p

* Por exemplo um jogo de
cara ou coroa, sendo
*P(cara)=p=0,5e
*P(coroa)=q=1-p=0,5
* A ordem n&o importa.
* Com 3 jogadas temos que:
p*+3p*q +3pg*+qg’=1

L2 Distribuigo Binomial

» Com 4 jogadas teriamos as seguintes
probabilidades binomiais:
p*+4pq +6p*q* +4pq’+q=1
* Lembrando que o nimero de combinagdes é dado
pelo bindémio de pascal:
n l onde, k: nimero de variagbes
= n: numero de jogadas
k) Kn—k)! 19

k
1 2 3 4 5 6

* Pode-se chegar ao
Tridngulo de Pascal:

1
N 311
61411
10f10]5]1
15120 15[ 6

1]
21]35]35] 21| 7]
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L Distribuigao Binomial

*« Devido a independéncia das jogadas a
probabilidade de uma sequéncia (por exemplo, 2
caras e 1 coroa) é :

pk _(l_p)n—k — pk 'qn—k

» Mas esta seqliéncia pode ser a combinagao de:
CaCaCo, CaCoCa ou CoCaCa

» Desta forma, a expressdo geral da probabilidade
binomial é:

P(X =k)= (ZJ" (A-py*
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‘5l Distribuigso Binomial
» Esperanca
Supondoque p=1/6en=3
E()()=iXip(Xi)=L.3+£.2+£.1+E.0=@=1
P 216~ 216 216 216 216 2
Regra geral: E(X) =np
* Variancia
E(X2)=L9 15 4,75 125 144

0+ . — . I+—==.0=—
216 216 216 216 216

V(X) = E(X?)~ (E(X)) = %—G) -

Regra geral: V(X) =n-p- (1 — p)
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OQ Distribuicao Geomeétrica

A

* E 0 caso quando estamos interessados na
primeira ocorréncia ou ndao ocorréncia de um
evento A (independente)

» Exemplo: um time basquete tem 20% de
chances de vitéria e 80% de chances de
derrota.

—Qual a probabilidade do time sé vencer na
42 partida?
P(X=4)=0,.8-0,8-0,8-0,2=0,1024 =10,24%

* Regra Geral: P(X =k)=(1-p)"'p
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) Distribuicao Geomeétrica
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@. Distribuicado Geométrica
» Esperanga e Variancia:

E(xX) =1 yxy=4 -1=r
p

2 p2

* Exemplo: O custo de realizaggo de um
experimento ¢ de R$1.000. A probabilidade de
sucesso em 1 tentativa é de 20%. Se os
experimentos continuarem até que o primeiro
sucesso seja alcangado, qual o custo esperado do
experimento?

C=1.000x

E(C)=1.000E(X)=1.000- 1 ) =1.000-5 = R$5.000

0,
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%) Distribuicao Hipergeométrica

« E a distribuigdo a ser considerada quando as
extragdes sio feitas sem reposicao.

» Definicdo: Em uma populagdo de N objetos, r
elementos tém o atributo A e N — r tém o atributo B.

Em uma amostra de n elementos, sem reposigéo,
qual a probabilidade de encontrar k elementos com

o atributo A?

L)
* Regra Geral: F, = k[;_k onde 0 < k < min(r,n)
n
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& Distribuicdo Hipergeométrica
* Definigao: [Possuioj(NioPossuioJ

Atributo )\ Atributo
k Do Total
Retirado
+ Exemplo: H& 10% de pecas defeituosas em um
lote de 50 pegas. Ao se retirar 8 pecgas, qual a
probabilidade de que 2 sejam defeituosas?
r=5k=2n=8eN=50

L)
20\ 6 -8.145.
p= _1o 8145060=15’17%
(50] 536.878.650
8
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» Sendo, os mesmosn=8e N =50

45%

40% - —
—-—r=25 —h—r=5

35% - —
30% -

25% -

15% -
A -
5% -
0%
1 2 3 4 5
k
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%) Distribuicao Hipergeométrica
» Esperanga e Variancia (sendo p = r/N):

EX)=mp V(0 =mp(l=p) ="

* Observe a semelhangca com a distribuicao
binomial.

* Se n é muito pequeno em comparagdo com
N, entdo o resultado hipergeométrico (sem
reposigcao) se aproxima do resultado binomial
(com reposigdo). Nesse caso, as extracdes
com ou sem reposicdo serao praticamente
equivalentes.
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OQ Distribuicido de Poisson

« E utilizado quando se deseja contar o nimero
de eventos de um tipo que ocorrem em um
intervalo de tempo, superficie ou volume.

« E as vezes chamada de “Lei dos pequenos
numeros”, pois €& a probabilidade de
ocorréncia de um evento raro (p € pequeno),
mas que teria muitas oportunidades de
ocorréncia (n é grande).
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OQ Distribuicido de Poisson

+ A distribuigdo de Poisson decorre da
distribuicdo binomial quando n é grande e p é

PR P =i - [ka =py*

e—aak B e—np(np)k
Kok

lim P(X =k) =

* Muitas vezes considera-se a = np, que
representa o numero médio de eventos que
ocorrem no intervalo considerado.
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OQ Distribuicido de Poisson
+ Distribuicdo de Probabilidade:

o) o) —aak _aoo ak "
;P(X:k):;(e . Jze ;(FJ:e e“ =1

ke a
k!

(e o ]=a-1
s!
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» Esperancga
E(X=k)=k-P(X)=Z(
k=0

considerando s = k-1, entdo

E(X)= i[ea““ J Y

»
N—
Il
-
7N\
~la
Ll I
| R
— | R
=l T
N—

00
s! =




A NUmero e

* Definigéo,

1 k
e= lim(l + —)
k—w k

» A série de MacLaurin de ¢* é,

e’ =1+x+lx2+lx3+---
2! 3!

e :1+1+%1+%1+---:2+0,5+0,166+---:2,71828

 Portanto,
© ak aO al 1 5 "
— =t t+—q =
=k o 1 2
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%3] Distribuicdo de Poisson

Sendo,
© 2 —a _k
E(X2)=Z ke "a =’ +a
k=0 k'
 Variancia:

VX)=EX)-[EX)f =’ +a-a’=a

portanto,
EX)=Var(X)=«
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%3 Distribuicio de Poisson

Ron
40%
35% ‘\
30%
Q=] —h—Q=5 e—pm—g=3
25% 1 —
o 20% 1

| ¢ P
wl X N\

5% 1

0% +
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Distribuigdes Discretas

Distribuigdo P(X) Observagao
Uniforme % Probabilidade Constante
" 86 2 alternativas: sucesso ou
Bernoulli p fracasso

Repeticao de n ensaios de

. . n k n—k
Binomial ( ]p {(I-p) Bernoulli. Com reposigéo

k

Probabilidade da primeira
ocorréncia de um evento

Geométrica (l_p)k—]p

ooz [ 0)/)

Extragbes sem reposicdo. Se
n é pequeno em relagdo a N
a distribuigao tende a

binomial
—np 13
e (np)
-7 Quando n é grande e p é
Poisson ! a a pequeno
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Em relagao as distribuicdes de probabilidade discretas:

(0)Uma variavel aleatéria X com distribuicdo binomial de parametro p, baseada em n
repeticdes, aproxima-se de uma Poisson quando ”~* e p permanece constante.

(1) Uma variavel aleatéria Y, definida como o nimero de repeti¢es necessarias para a
primeira ocorréncia de A, tem distribuicdo Geométrica, desde que as repetigdes
sejam independentes e que P(A) = p e P(AC) = 1-p.

(2) Pode-se utilizar a distribuicdo Binomial para, por exemplo, calcular a probabilidade
de se encontrar k pegas defeituosas em um lote de n pegas selecionadas ao acaso,
sem reposi¢ao.

(3) Se uma variavel aleatéria segue uma distribuicdo Hipergeométrica, sua distribuicdo
sera préxima da Binomial se o tamanho da populagdo for grande em relagdo ao
tamanho da amostra extraida .

(4) Se Z tiver distribuicdo de Poisson com parametroc , entédo, E(Z) = V(Z) =@

#111
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Sobre as distribuigdes de probabilidade podemos afirmar que:

(0) Na distribuicdo Binomial ndo é possivel contar as nao-ocorréncias do evento e a média e a
variancia sdo iguais ao parametro da distribui¢do.

(1) As caracteristicas da distribuicao de Poisson s&o:

(i) n repetigdes de um experimento de Bernoulli;

(ii) as repeti¢des sdo independentes;

(iii) cada experimento tem dois resultados possiveis que sdo mutuamente exclusivos;
(iv) a distribuicao de probabilidade é definida como

n -x
P(X:X):[XJ»P‘-‘J" ,x=1,2, .., n, onde n = nimero de repetiges do
experimento, p = probabilidade de ocorréncia de sucessoe g=1-p.

(2) A média de uma distribuicdo Geométrica € 1/p, onde p = probabilidade de ocorréncia de
sucesso.

(3) Um levantamento junto ao Setor de Contabilidade de uma loja de departamentos mostrou que
30% dos clientes pagam suas mensalidades com atraso. Se em certo dia selecionarmos ao
acaso 10 pessoas que pagaram suas dividas mensais, a probabilidade de no maximo um cliente
ter pago com atraso é aproximadamente 15%.

#160
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Distribuicoes

Distribuicoes Continuas

OQ Distribuicao Normal

* Uma v.a. X tem distribuigdo normal (Gaussiana),
com parédmetros p (-o< py<«o) e 02 (0< 02<=), se

sua f.d.p. é: )
1 e
f(x)= > e %, —w<x<w
o~N2r
Propriedades (Momentos):
EX)=pu
Var(X) = 0?

f(X) — 0 quando x — + =

U —0 ey + 0o sdo pontos de inflexao de f(x)

X =y é o ponto de maximo de f(x), sendo 1/0\/5
f(x) & simétrico ao redor de X =

S

Principais Distribuicdes 29

OQ Distribuicao Normal

* Distribuicdo Normal com média y e variancia
0% N(p,0%)

* Quando y = 0 e 0?2 = 1, temos a normal
padrao: N(0,1)

e Avariavel aleatériaZé Z=
f(z)

X—p
o
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Distribuicdo Normal

« Suponhamos uma distribuicdo N(u,0°) e que
se queira determinar:

b 1 _(X’ﬂ)
P(a<X<b):I—e 20

o\27m
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A Funcao de Distribuicdo Normal
A funcgao da distribuicdo normal é:

-y’
F(X)= 20° Y

1 X
O'\/ﬁ J“‘” ¢

» A fungao de distribuigdo da normal padréo é:

72 O(Z=0)=0.5

<D(Z)=ﬁ [[1e = lay
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75753
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t.28 Distribuicdo Normal: uso da tabela

* Como a distribuicdo normal é simétrica, a tabela
oferece apenas informagdo sobre metade da
distribuigéo.

z 00 .01 02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801|.4761 .4721 .4681 .4641 Area
0.1/.4602 | .4562 .4522.4483 .4443 | .4404 .4364 .4325 .4286 .4247
0.2/.4207 | .4168 .4129 .4090 .4052.4013 .3974 .3936 .3897 .3859

0.3/.3821.3783 .3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4|.3446 | .3409 .3372 .3336 .3300 .3264.3228 .3192 .3156 .3121 Sendo u= 20 e

0.5/.3085 .3050 .3015 .2081|.2946 .2912|.2877 .2843 .2810 .2776 _ =
0.6.2743 2709 .2676 .2643| 2611 .2578|.2546|.2514 .2483 2451 0 =4, entdo
0.7/.2420 2389 .2358 2327|2296 .2266.2236|.2206 2177 .2148 25-20

0.8/.2119.2000|.2061 20332005 1977 .1049 19221894 .1867| 7 ="~ =125
0.9.1841 .1814|.1788 .1762|.1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611

1.0/.1587 1562 1539 1515 .1492|.1469 1446 1423 1401 .1379

111357 1335|1314 1292|1271 1251 .1230/.1210.1190 .1170| P(X > 25) = P(Z >1,25)
1.2).1151 1131 1112 1093 .1071038 11020 .1003|.0985
1.3.0968 0951 .0934 .0918 .0901 0885 .0869 .0853 .0838 .0823| = 0,1056
1.4/.0808 0793 0778 .0764 .0749 0735 .0722 0708 0694 .0681
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vl Distribuicdo Normal - Uso
» Esse calculo é facilitado pelo uso de uma
distribuigdo normal padréo N(0,1): P(0<Z <z,)
» Se Z=1,73 entdo: P(0<Z<1,73)=0,4582

f(z)

I z
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L Distribuicio Exponencial

*+ Uma v.a. X tem distribuicdo exponencial
com parametro a > 0 se sua fungdo de
distribuicdo de probabilidade (f.d.p.) é:

a-e“, x>0
X)=
S { 0,x<0
fix)
* Propriedades:
Ex)=Y
Var(X)=1
ar(=Y. | ,
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*+ Uma v.a. X tem distribuicdo lognormal com
parametros y ~ (-»;%) e g2~ [0; =), se :

1 @W‘*ﬂ)z

e 2 | xe[00)
2.0 T

S van

* Propriedades: 15

A

E(X)=e

05

Var(X) = (e"z - 1)- e
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2 Distribuicso Qui-Quadrado

* Distribuigdo de uma variavel que é a soma
dos quadrados de k variaveis normais e
independentes. Ou seja,

k X—/,l 2 k
x§=2(—’ J =27
i=1

i=l O-i

» Sendo, que X, X,,... X, s&o variaveis aleatorias
independentes, com suas respectivas médias
e variancias.

Principais Distribui¢des

23 Distribuicso Qui-Quadrado

+ Sendo X wuma variavel aleatéria com
distribuicdo normal, o qui-quadrado com 1
grau de liberdade é:

2y _X-u

zlz :Z2

o
« Com relagéo a Média:E(;(,f)= Zk:E(Z2
=]
como E(Zi2)=V(Zi)=1 , entdo |E ;(,f):k
» Com relagéo a Variancia:
v(z2)=2k

Principais Distribuigdes

3 Distribuicso Qui-Quadrado

* Quanto mais graus de liberdade (k), mais a

distribuicdo qui-quadradro se aproxima da
distribuicdo normal.

0.8

z 4 I3 &

10 J.zxz

k— 0= y*> — N(0,])
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L2 Distribuigzo t de Student

* Uma v.a. t é obtida pela divisao de uma v.a.
normal padronizada Z ~ N(0,1) pela raiz
quadrada de uma v.a. qui-quadrado
independente, ¥ ~ x;, com k graus de
liberdade. /N(ﬂ,l')

Z

| =—
NV Ik
k—>w=1t->N(uoc?)

OQ Distribuicao F

* Uma v.a. F é obtida pela razdo de duas v.a.
qui-quadrado independentes( V, ~ z;e ¥, ~ z;.)
divididos por seus graus de liberdade %, e £,

V. /k AV
_ 1 1 - 1015
F=y g~ P
21 Ty

o

2
OQ Distribuigées Continuas
=g
Distribuigdo P(X) E(X) V(X) Observagao
2
Uniforme ! a+b (b-a) Av.a. esté distribuida em
b-a 2 12 et
1 E=)
Normal — ¢ 2 0-2 Normal padréo: y=0eo =1
oN2x a
Lognormal 1 e% (/t+‘7%j (602 _ 1) eZ;H-oZ X é lognormal se InX for
xo‘x/ﬁ e normal
Qui- (X —u, Sek >
Quadrado Z M k 2k © ) )
l/f =l o, entao ¥~ = N(u,07)
t Student VA Sek — w0
Z~N(@O)), e 0 -
vy IV k entdo? —> N(0,1)
nFu Vilk
Vet v,k - - -
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Em relagao as distribuigdes de probabilidade pode-se afirmar que:

0) A distribui¢do F ¢ uma razao entre dois t de Student independentes.

(1) A distribuigdo binomial ¢ uma distribui¢do definida por dois pardmetros.

(2) A distribuigdo de Poisson descreve o comportamento de variaveis aleatorias
discretas.

(3) A variavel t de Student quando elevada ao quadrado ¢ sempre igual a uma variavel
F.

(4) A distribuigdo qui-quadrado tende para a distribui¢do normal quando o tamanho
da amostra tende para o infinito.

#31
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Sio corretas as afirmativas:

(0) Seja Y uma varidvel aleatoria com distribuigdo Binomial com pardmetros n e p, em que
0< p<1. Entdo, sendo n grande e p pequeno, a distribui¢io de Y aproxima-se de uma
Poisson cuja média é np.

(1) @Se Y ¢ uma variavel aleatéria Normal com média 0 e variancia 1; se X segue uma Qui-quadrado

; e se ¥sdo X inds d entdo Z = Y/‘ )% segue uma distribuigao
t com r graus de liberdade.

(2) ASejam X e Y variaveis aleatorias distribuidas segundo uma Normal bivariada. Suponha que
E(X) = py, E(Y) = py, Var(X)=0%, Var(Y) =0} e que a correlagdo entre X e ¥ seja pyy. Entdo,

com r graus de lit

Z=aX+ bY, em que a e b sdo constantes diferentes de 0, segue uma distribuigdo Normal com
média agy + buy + aby py e varidncia azo-X" + bzayz + 2abpyy .
(3) BSejam Y e X variaveis aleatorias com distribui¢des Qui-quadrado com p e ¢ graus de liberdade,

respectivamente. Portanto, Z :[% ) / (% ) segue uma distribui¢io F com p e g graus de

liberdade.

(4) CSejam X e Y varidveis aleatorias conjuntamente distribuidas segundo uma Normal bivariada.
Suponha que E(X) = py, E(Y) = py, Var(X)=0%, Var(Y) =07 e que a correlagio entre X e Y seja
pxr. Entdo, EVX) = py + pyy (x — ).

#AT
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Distribuicao Normal Bivariada

* Uma v.a. (XY) tem distribuicdo normal
bidimensional quando sua f.d.p. é:

R kel
Zﬂ'O'XO'y\/T

« Sendo /()20 ef[f(x,y)dxdy=1

« Distribuicdes marginais: N(x,.07) e N(u,.0;)

+ Distribui¢cdes condicionadas:

E(X|V)= N u,+p

fxy)=

o
= (y—p,),00(1-p*)
O,

¥

O-,V 2 2
EY|X)=N| /tv+pa—(y—/tx),av(l—p )

x
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